Généralités

X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B( n ; f). n est fixé et f inconnue.
E désigne 'ensemble {0;1;...;n}. testunréelde]0;1[.
Pour tout événement A on note P.(A) la probabilité de A lorsque f vaut r.

Définition

Soient A et B deux applications de E dans [0 ; 1 ] . Soit I(X) I'intervalle [ A(X) ; B(X) 1.

On dira que I(X) est un intervalle de confiance de f au risque t lorsque P.(r 0 I(X) ) =1 —t.
Remarques :

Soit = ’ensemble des intervalles inclus dans [0 ; 1 ]

A(X) et B(X) désignent deux variables aléatoires a valeurs dans[ 0 ;1 ].
Ainsi I(X) est une variable aléatoire a valeurs dans =.

L’événement « r 0 I(X) » devrait donc plutot de noter « I(X) Or » .

Utilisation d’une loi normale pour la recherche d’un intervalle de confiance.
On suppose donc que les conditions justifient I'utilisation d’une loi normale...
1. Méthode de Pellipse

X

Si 'on note Y la variable aléatoire égale a =, on peut alors considérer que, lorsque f=r, Y
n
N N . . rl(l-r)
suit « a peu pres » la loi normale de moyenne r et de variance 0,2 = —
o est le seuil de risque et u le réel tel que MNM(u) = 1 —% ou I est la fonction de répartition de

la loi normale centrée réduite. Soit I(X) 'ensemble des r tels que r—-oM <Y <r + o;[

Y -
I(X) est un intervalle de confiance de r au risque o puisque P; ﬁ— us— - J <u ﬁ: 1-a.
Ainsi, r0 I(X) signifie (r-Y)2< uzé% @
u? u?

En notant a=1 + b(X) = 2Y + " et ¢(X) = Y2 cette contrainte devient :

a2 -bX)xt + c(X) <0. @)

u? ut

Le discriminant de ce polynome est AX) = ...=4Y 'y 1-Y)+ 2 = o(X)2.

Les résultats classiques concernant le signe du trinéme du second degré donnent :

(b(X)-3X) bX) +3X
I(X):tﬁ()za() ’ ()23( )@
En Remplacant Y par % on obtient :
a=1+% ; px-2Zrv . xn2 6(X)_EB\/u2+4X—4—X2
n n n n n

Remarque :
Notons que b(0) = 3(0) et que b(n) + &n) = 2a . Ainsi, ces formules fournissent des bornes raisonnables.

C’est la forme de I'inégalité (I) qui est al’origine du nom de cette méthode ...



Correction de continuité : On remplace X par I'intervalle [ X -0,5 ; X + 0,5 ]
L’encadrement désiré  nt—u Mg, < X < nl + ulld, devient :

Si X#z0etX#n [X-0,5;X+0,5] 0O [nk-umd,;nHd+umld, ]

Si X=0 [0;05] O [ nM—u mG; ; nI + uld(d, ]

Si X=n [n-0,5 ;n] O [ nM—u m6; ; nI + uldld, ]
2 2 2 2
Posons : bi(z) =2z¢-EB\/u2 +4z-32 et ba(z) =ZZA+EB\/u2 r4z-42
n n n n n n

En dérivant, on trouve que b:’ et by’ sont positives sur [ 0; n ] .Ainsi, la réunion des I(z) ou z

b b
parcours une partie [ z1 ;z2 ] de [ 0 ; n ] est égale a @% , 22(—;2)

En résumé :

Si X=0 on prend 1(0) = [ﬁO , bzg:;& @

Si 0<X<n IX)= | b1(X2;1 05  baX+05)

2a
S X=n I(n) = lﬁbl(“—z;()@ , 1@

2. Méthodes simplifiées

Dans ces deux cas, il faudra éventuellement tronquer 'intervalle obtenu par calcul

pour ne garder que les valeurs effectivement contenues dans[0 ;1] ...

a. La plus célebre

La simplification consiste aremplacer 0,2 = % par son estimateur s(X)?2 = %
Cette méthode n’est donc pas utilisable lorsque X =0ouX=n
L’intervalle de confiance obtenu est JX) = [ﬁ% -ulsX), % + uls(X) ﬁ .
La correction de continuité donne JX) = @L;{: -ulsX), 2)2{;1 + uls(X) E
b. La plus simple
On peut aussi remplacer 0,2 par son majorant i
On obtient alors I’intervalle J*X) = ﬁz - X + = E
m 2n’n 2n
ou, avec correction de continuité : J*(X) =| 2X1 __u , 2X+1 + @
T2n “2yn’ 2n " 2yn

Cette méthode, bien qu’assez grossiere, posséde I’avantage de son extréme simplicité...



