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LE NOMBRE CET INCONNU
Conference de Jean-Pierre Kahane

J'ai donr€ un titre trompeur « Le nombre cet inconng. Vous vous attendea découvrir la jungle du
nombre. Eh bien non! On va se contenter de faire une ou deux promenades dans cette jungle.

C’est laPROMENADE |, la PROMENADE II, et apes cela, ce sera REPOS
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PROMENADE | : A travers les nombres premiers

Contemplation du tableau
La promenade est une promenade travers les nombres premieaspartir de la contemplation du
tableau ci-dessudfansparent I].

Alorsx c'est 16, 10* etc. m : je suis de la vieilleecole quiecrit logarithme epérien sous la forme
«log». C'est ce que vous enseignezuste titre, sous le sigle In : c’est le logarithmepérien.

(X), j'y reviendrai touta I'heure, c’est le nombre de nombres premiersiieiirsax ; li(x), c'est le

logarithme in€gral dex. C’est une primitive qung'

Pendant que je parlais vous avez regadl tableau, vous avez vu qu€x), qui est naturellement la
quanti€a laquelle on va s’irfesser, est comprise en%&h et li(x), plus proche d’ailleurs de(),

et d’'autre part, il n’est pas difficile dtablir quem, Tog00 €t li(x) sont des quantsequivalentes.

D’ou deux questions :aontrer les iagalis qui semblengvidentes sur le tableau que jedrit, et
d’autre part, si nous n'arrivons pasdmontrer les iagali€s, au moins éhontrer IBquivalence. Je
vais vous faire I'histoire de la chose taut'heure, mais je vous dis tout de suite : cettegalig-ci [la
premére du tableau] est vraie, cetteegdlig-la [la seconde du tableau] est fausse. Il y a des valeurs de
X tres grandes pour lesquelles la seconagali® est inversé, pour lesquelles(x) dépasse [ix).

Est-ce qu’elles onett découvertes par ordinateur? Non. Si loin qu'on aille, pour le moment, dans
I'exploration par ordinateur — et on estealbien au-del’de 180 — on a toujours l'iegali€ 7(x) <

li(x). C'est par un raisonnement — que je ne pourrais pas vetasllér — qui est non constructif, que
Littlewood en 1914 aemonte qu'il y avait desx pour lesquels l'iegalig était inverge.

Jusqu’arfaut- il aller pour mettre eavidence deg comme cela ? En d’autres termes, est-ce qu’on peut
donner une borne sepéeure, est-ce qu'on peut donner un majorant pour le prexoer’inegalie est
inverge ? Eh bien, oui! On peut donner des majorants. Mais vous allez voir : ils sont grands.

Les premier majorants qui oBtE proposs :

3
— Skewes 1933-1955, c'est le nombremioé . Vous prenez 1@ la puissance 3, cela fait 1000; vous
élevez 1(a'la puissance 1000, voatevez 10a'ce nombred, et vouslevez 10a’ce nombred. Ce sont
des nombres inimaginables, absolument inimaginables, hors de ¢alité physique.

— Cela aeté abaiss/A ma connaissance, le dernier majorant connu, c'es?:16°°. Cela date d'ily a
un peu plus de dix ans. Mais vous le voyez, aucun ordinateur ne peut aller jasque I

Deux tout petits commentaires-tessus :

— Ce nombred, il appartien&'N, I'ensemble des entiers naturels. Je doute qu’on puisse dire que c’est
un entier< naturels.

— Deuxiéme remarque : une bonne partie de kotfie des nombres vient de I'observation des nombres.
Et dans les grandetdpes que je vais vousdire toute de suite, I'observation a pun Ole essentiel.

Les ordinateurs nous permettent de multiplier les observations, d’avas aateés nombres que les
meilleurs calculateurs du temps pas® pouvaient pas aborder. Mais I'observation n’est pas seule. Par
dela I'observation, il y a le raisonnement, il y a leethode, il y a la dmonstration ma#matique. Et il

peut arrivera’la dEmonstration matirhatique de contredire I'intuitiosultant de I'observation.

Maintenant, suite de la promenade!
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Je rappelle laéfinition derr (x) : le nombre de nombres premiersenBursax.
e Euclide, livre 9, proposition 10, avec @mon& et une émonstration impeccable :
7 (x) tend vers I'infini quand x tend vers I'infini.

En réalité, Euclide dit beaucoup mieux. Il dit : quelle que soit la collection — il entend collection finie —
de nombres premiers, je peux trouver un nombre premier en dehors de cette collection.

e Euler, 1737 : c’est la divergence de kg _ % p premier.

Bon, la c’est bien! On va pouvoiefléchir sans tableau. Comment est-ce qu'emdnhtre cela ? Songez
que les produits infinis et leggés sont assoes, et quea la Erie) % nous pouvons associer le produit
infini [T(1— % . Les deux vont converger ou diverger eemé temps. Mais diverger pour un produit
infini dont les produits partiels sont plus petits que 1, cela signifie tendre esrszonc cela signifie

que[] (1 — %)

1
tend vers l'infini.

-1
Mais est-ce que cela est vrai ? Oui, parce que si I’evedbppe(l — %) , on trouve : 14+ % + # +
% + ..., et gquand on multiplie tous ces facteurs, qu’obtient-on ?

On obtient) % portant sur tous les entiers.

Euler adoncapartir de la divergence de larg des inverses des entieZsj,% ,
ingénieux, la divergence de laigé des inverses des nombres premiers.

démonteg par ce proede

e Legendre, 1808, a chereld approcherr(x) par une expression de la for%. Je vous ai
mont touta I'heure ce qui se passe avec= 1, eta = 1 est la meilleure valeur quand on prend de
tres grandes valeurs de mais Legendre, qui n’en prenait pas de si grandes, avaieppred = 1+

< un petit quelque choseétait meilleur. Cé&tait de I'exgrimentation matbrmatique.

e Gauss quand tait jeune, avant 1800, a compar(x) et li(x). Il s’est apera que cBtait tres proche
et il a obsere’quern (x) était inférieura li(x). C'est rest’comme laconjecture de Gaus#lais Gauss
n'a jamaisecrit cette conjecture, était bien trop prudent.

e Riemann, en 1859 : mettez= 1 dans la formule que j'acrite ; vous obtenez exactement ce que je
vous racontais tow 'heure :¢(1) c’est) % Le second membre, c’est un produit infini qui s’appelle
le produit d’Euler. ¢ (s) admet deux expressions, et on peut jouer avec ces deux expressions, le produit

-1
fini : [T(1— #) , et la rie infinie :}" . Je vous dirai un mot de ce que Riemann a fait avec la
fonction¢ (s) et de 'actuali€ des recherches en cours s(8).

e Tchebycheff, avant I'article de Riemann, avahaonte par des moyens qu’on appel&lémentaires
>, ce qui ne signifie pas faciles», quen(x) était compris entr@% et IO% avec des valeurs deet
deb, I'une inférieurea 1, et l'autre suerieurea 1, mais assez rappras pour que Tchebycheff ait
été capablea partir de &, de montrer qu’entre deux puissances de 2 exuts/es, il existait toujours
un nombre premier. @tait probable, vu la divergence de &g % mais la &monstration n’est pas
facile.

e En 1896 — on adf la chose il y a deux ou trois ans —, ce fut kEcdlverte, indpendamment par
Hadamard et par de la Vak'Poussin, du grandgbéme des nombres premiers (x) estéquivalene
@ qui lui méme estquivalent, je vous I'ai dit toud I'heure,a li(x). Et de la ValEe Poussin a un peu
précisg les choses, diorésulte la validié’de I'inégalig que j'indiquais tout I'heure. Cette iagalig

résulte de I'estimation dore par de la Va#ié Poussin de(x) — li(x).
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Il faut dire qu’aussi bien les recherches de de ladé@Poussin que celles d’'Hadamatdiént fonees
sur une exploration des proptes dez (s) comme fonction d’'une variable complexe qui avaietdt ~
initiees par Riemann,— cela avaié le grand travail de Riemann —, mais qui avaie®tpoursuivies
aussi par Hadamard dans sadh quietait consa@é aux fonctions ergres efa’'la comparaison entre
leur ordre de croissance et lpartition de leurseros. JEvoque ici pour la prerere fois, j'y reviendrai,
les Zros de la fonctiog (s) de Riemann.

e Littlewood en 1914 : c’est ce que je vous ai raedtinstant, c'est que la secondesigdlig,évidente
sur le tableau, est fausse.

e Erdds et Selberg, 1949. Celae# 'une surprise dans le monde natiatique comparabkela surprise
cauge par la écouverte de Hadamard et de la ¥alPoussin. Hadamard et de la ¥alPPoussin, efait

la victoire de la tleorie des fonctions, entendue commedté des fonctions d’une variable complexe,
dans des domaines de la matigtique a’on ne l'attendait pas : la éorie des nombres. Et pendant
longtemps, on a pergjue le tkoeme des nombres premiersetdit accessible que par leethdodes
gu’'on appelait alordgranscendantesc’esta-dire les nethodes utilisant la #0rie des fonctions. On
voyait bien que la rathode de Tchebycheff n’aboutirait jamais aedlgme des nombres premiers, et
on ne pensait pas que degtimédelémentaires puissent suffire.

Alors en 1949, Erds et Selberg — Selberg a eu ladaille Fields pour cela — ont obtenu urabnstra-
tion élémentaire du thdreme des nombres premiers.

J'indique trois livres. Il y en a des multitudes sur les nombres premiers !

— Le livre d'Ingham, 1932, dont il y a eu uneédition, avec une gface merveilleuse, il y a quelques
anrges. |l aeté la Bible, je crois, sur les nombres premiers pendant longtemps! C’est un petit livre dans
les Cambridge Tracts in Mathematics. Mais c’est un livre, en anglais, absolument superbe.

Ingham croyait qu’il n’y aurait jamais deetionstratioelémentaire du taoreme des nombres premiers.

— MendEs-France et Tenenbaum : c’est le plesant des livres sur les nombres premiers. |l ad'iéit”
d’'etre un livre de poche, dans la collection des Presses Universitaires de France. Qe sais-

je?, un Que sais-je ?je dois dire, assez difficile. Il vient d’obtenir lundi dernier [29/3] le prix de la
vulgarisation scientifique de I'Acadiie des Sciences. Je pense qu’au point de vue scientifique c’est
parfaitement justif. Au point de vue de I'accesdlibe a un large public, je vous invita én juger par
VOUS-mémes.

— Demazure, 1997. Cela s’appe@eurs d'Algbre C'estédité par un nouvetditeur, Cassini, et pour

moi c’est assez fascinant! On a gatbuta I'heure — M. le Recteur, d’abord — de l'influence qu’avait
l'informatique sur le @veloppement des mainatiques. Eh bien, sivous regardez le livre de Demazure,
vous en avez une preuve vivante! Il aborde des questions qui sont des questions classiqabss]j'dtlg”
aussi bien des questiongsrmodernes, masspartir des pbccupations qu'il suppose chez svés de

I' Ecole polytechnique, et qui reposent largement sur I'utilisation de I'informatique dans des domaines
gue je vais indiquer tout de suite.

Tout de suite, c’est I'autre transpareriEn avant !C’est pour que vous ne restiez pas sur I'impression
gue les nombres premiers c’est de I'histoire.
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Problemes historiques

D’abord, I'histoire hous ad@ue des proldmes qui sont, parmi les prawhes nonesolus les plus
fascinants pour des mathiaticiens : les grands praphes historiques.

e Goldbach, milieu du XVIIf siecle : est-ce que tout nombre pair est la somme de deux nombres
premiers ? Je ne vous fais pas le point sur ésiltats partiels. On sait maintenant que tout nombre
impair assez grand est la somme de trois nombres premiers : cela, c’est Vinogradov, avant la guerre.
On sait que tout nombre pair est la somme d’'un nombre premier et d'un produit de deux nombres
premiers : c’est un chinois, Chen, assezammment. Mais le probie de Goldbach reste un prefrie
apparemment &s difficile. Il sera €solu, mais... je ne sais pas quand!

e Nombres premier jumeaux : c’esgalement un probme qui seragsolu. Le €sultat est clair : il existe
une infinig de nombres premiers jumeaux, tels que 3 et 5, 11 et 13, 29 et 31 etc. On a maintenant une
foule d’arguments convaincants pa@iré moralementsqu’il existe une infini€'de couples de nombres
premiers jumeaux. Mais laetfionstration risque de tarder encore. C'est un gkl apparemmentes
difficile.

e Et puis il y a I'estimation der(x) — li(x). Je vous ai dit que la preerié estimation, &fait de
la Vallée Poussin. On en eatl’heure actuellea'des estimationsuor (x) — li(X) est estine”comme
petit par rappor‘a‘xe‘*a\/@). On ne va pas beaucoup plus loin. Et la grande hygsghc’est que
m(X) —li(x) est compris entrg? et —x?@ lorsquea est sugftieura % pourx assez grand. Cenon& est
équivalenta I'hypothese de Riemann qui est maintenant, sans doute, I'hgpetla plus fameuse chez
les mattematiciens : que leserds de la fonctiorg (s) qui sont sites dans la bande partieglle des
entre 0 et 1 se trouvent tous sur la dreite= 1.

Comme je viens de lindiquer ici, leserms doiveneire sur
cette droited. Il y a, a vrai dire, des efos sur 'axe eél
négatif. Tous les entiersagatifs pairs sont desems de la
fonction ¢ (s) de Riemann. La fonctiog(s), Riemann avait
mont® gu’elle avait une propeté extraordinaire : c'est une
fonction méromorphe. Elle a un seubf® au point 1. Cela
veut dire : (s — 1)¢(s) est une fonction ergire. Et puis, de
la connaissance dgs) en un point, on tire, par une formule
qui s’appelle lequation fonctionnelle de Riemana valeur
de ¢ (s) au point synetrique par rapport au poir%t, c'estda-
dire le point 1— s. Donc cette droited o = %] joue un dle
de syngtrie dans la thorie de la fonctio (s) de Riemann. .
Ca, ce sont des probies historiques. Passons aux peofigs d= O+« é‘
actuels.

Problémes actuels

e Relationsa’l'algebre et aux probabil@s: reconnare si un nombre est premier.

Les sgcialistes nous disent maintenant que ce mold est@solu. Allez voir Demazure pour com-
prendre dans quel sens il essolu. Il est €solu parce que, en se fondant sur desirnhes d’'algbre,

du type du vrai teoEme de Fermat, le doiemeaP = a modulo p, quandp est premier, — naturelle-
ment, ce n'est pas vrai quarmn’est pas premier —, eh bien, rien que cedieime-k constitue un test

de primali€, parce que si cela n’est pas vrai pour un cerfgic’est quep n’est pas premier. Les tests

de primalig actuels sont assez surprenants. €cidE qu'un nombre &s grand est premier avec une
tres grande probabibt” pour toutes les applications qu’on souhaite, et en particulier les applications
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a la cryptographie, c’est suffisant. Je ne voesadle pas la chose. Encore une fois, je vous renvoie
a Demazure sj& vous ineresse. Il y a quelques mots-dlessus, d’ailleurs, dans MeasgdFrance et
Tenenbaum.

e Relationsa’la logique

Il s’avere que dcouvrir si un nombre est premier, c'est corsidmaintenant comme un praohe

< résolus. Mais factoriser un nombre dont on sait qu'il est le produit de deux facteurs premi@s — tr
grands —, a, c'est un prot#me qui n’est pasesolu! Et, pour le moment, il est inabordable. C’est,
pour le moment, le candidatétre un proldime de la classe NP. Les logiciens et les informaticiens
distinguentles proleimes de la classe P : les preivies abordables, et les pretviés NP : les probhmes
non abordables; et un candidaétre un proldime non abordable, c’est l@cbmposition en facteurs
premiers. Ces recherchespentent un i€t en cryptographia ce point que, en 1985, les services
de €curi# an€ricains avaientelidé de contoler toutes les publications sur la divisibdittes nombres
entiers, et avaient demamd’ la Socété Américaine de Matbmatiques de concourir avec eux pour
soumettrea’leur examen @alable tout ce qui devait se publier sur le sujet. Il y a eu eaetion tes
vigoureuse de la Soeie Américaine de Matéfmatique, parce qu’ils sont bien orgassiussid-bas, et

les services deeguri€ anm€ricains ont dreculer.

e Applications et lieng la physique

J'ai reau juste avant de partir le nuerd de Janvier du bulletin de la Set&i Américaine de Matematique.

Le grand article de surveys, — grand article d’exposition —, c’est un article qui s'appeéeos de la
fonction¢ (s) et synetries et les symfries sont entendues au sens des physiciens. Il se trouve que la
relation entre leseros de la fonctiog (s) et les valeurs propres de certaines matriceatalfes afé

mise enevidence par les physiciens,savoir par Wigner et ses continuateurs avant de poer ~
aborde par des matdmaticiens.

Donc, c’esta la fois relations la physique et aux probabéi’

e Comme je viens de parler de chosesstsavantes, je voudrais reveaiun exercice, un exercice pour
noséleves. Je I'ai pratiggtavec un club matmatique au lyeé Condorcet, dans les aes 1960. Cela
s’était pasea 15 jours d’intervalle. Faire une table des nombres premiers. Regarder parmi ces nombres
premiers ceux qui sont somme de deux egfc’est le cas pour 5 : 1+ 4, et ceux qui ne le sont pas
comme 7. Quels sont les nombres premiers qui sont somme de deag eairéux qui ne sont pas
somme de deux cas, et essayer deedbuvrir une loi.

Comme on n'a pas le temps de faire I'exercice, il fautnon grand regret, vous donner &ponse,
pour ceux d’entre vous qui ne la connaissent pas. Les nombres premiers quésompdsables en
somme de deux cas ce sont les nombres premiers qui ssgeuxa 1 modulo 4. Ceux qui ne sont pas
décomposables sont ceux qui segiauxa 3 modulo 4. La seconde assertion ess tidcilea \érifier.

En effet un cam’est toujourggala 0 ou 1 modulo 4. Je vous donne le tempseft&chir. La gflexion

est faite ? D’accord.

Donc tout care’estegala 0 ou 1 modulo 4. Quand vous ajoutez 0 ca @ 6u 1, @ ne va jamais vous
donner 3. Par comsjuent, les nombres qui sont 3 modulo 4 ne sont pas sommes de deasx qatfils
soient premiers, ou pas premiers.

Maintenant, nombres premiers sommes de dewesaFérmat avaitetouvert la loi, mais c’est Gauss
qui a fait la bonne dmonstration.

Aprés I'expgrimentation faite par lesléves, j'ai entrepris cela, etetait un peu audacieux. €taient des
éléves de Seconde, donc ils ne connaissaient pas les nombres complexes. Et powetamesition

en somme de deux cas 'se comprend bien si @arit p = a®+ b?, cela signifiep = (a+ib)(a—ib);
c’est-a-dire quep, qui est premier sur les entiers, sscdmpose en un produit de facteurs sur I'anneau
des entiers de GaugstiZ. Et, effectivement, Gauss @ihontE le ttréoeme que je vous ai ditdans ses
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Recherches arithatiquesjui datent de sa jeunesse etiba introduit 'anneau des entiers de Gauss.
Donc, c’est un exercice qui est d’abord uneerpientation, et ensuite un essai aggrebnstration.
Je termined’laPROMENADE |. La PROMENADE Il va étre une promenadetravers les irrationnels.

12 — J-P KAHANE : Assises Math. Poitierd/4/99
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PROMENADE Il : A travers les irrationnels

J'aimerais bien m’attarder et vous raconter des histoires, mais ie@sud petit peu tard. Tant pis!
Platon et+/2

Platon aet toujours fascia par la duplication du caer cf. la leon
de Socrateal'esclave de Mhon, o Socrate enseigna cet esclave,
prétendument en utilisant la etfiode mesutique, comment doubler un
care.

Pour doubler un caer’il ne faut pas doubler leotg, il ne faut n€me pas
multiplier le ajté par%, il faut prendre la diagonale. Bon, eh bien, j’ai fait
le dessin. Il appardau terme de la leaan de Socrata I'esclave de Mhon.

Mais Platon afé fascirg par une autre chose. Il a su— quand ? je ne sais pas+/2jé&ait irrationnel,
non exprimable comme une fraction. Et pour lui, ce n’est pas celatgitia chosefonnante. Elletait
plus ou moins de connaissance commune depuis plus daatesiNon, la chose vraimeetonnante
c’etait I'interpétation. CEtait que deux caes puissenefre commensurables en surfaceavoir I'un
double de l'autre, sanstife commensurables en longuearsavoir que le rapport de®tés était un
nombre irrationnel. b, je me eferea un souvenir. Ce dodéttfe dand.es Lois ou n’appara pas Socrate,
ou il apparat I'Ath'enien — I'’Athénien a une quarantaine d’aes, et c’est vraisemblablement Platon —;
I’Ath'enien dit que lorsqu’il a @ouvert cela et qu'il s'est apergjue cEtait largement ignarde tous
les Grecs, il lui a semblque les Grecs ne valaient pas mieux quepdesceawa I'engrais!

Platon est revenu sur l'irrationaditdans un dialoguewil met en sehe un jeune ma#maticien :

ST Z 2N

Théétete. Je vous conseille la lecture des pemes pages diihéétete

JT TR

Théétete est un jeune homme, il estdrlaid, aussi laid que Socrate. Il a moins de 20 ans, il va mourir
a la guerre du ®oponrese. Les historiensdsitent : seconde guerre delBponrese, il aurait 40 ans,
premire guerre du@bponrese, il aurait 20 ans. Pour moi, il n'y a absolument aucun doute, il est mort
a la premére guerre du &oponrese. Il n'a laise’aucune ceuvrectite, mais uneaputatioretonnante,
dont justement le dialogue dééétetese fait I'écho.

Socrate demandeThéétete ce qu'il a appris et ce qu’il a fait. Eh bien, il a appris de sontn@@héodore
lirrationalite dev/2, /3, — je saute quandemie/4 ! —, /5, jusqui+/17. Et,pour une certaine raisan

Théodore s’est aeté la. Le terme utilie’par Platon c’est que Elodore anontré celaa Théétete. Mais
peutétre I'a-t-il montE sur des figures ? Et les commentateurs ne sont pas tous d'accord sur ce point.

Mon interpiEtation, celle que je vais vous soumettre, est qu'il I'a mestf des figures.
Ne regardez pas ce qu'il yagauche [transparent V], regardez
ce qu'il y aa droite :a droite, il y a le cam, il y a la diagonale,

et maintenant, on va essayer de mesurer la diag@npédetir du

coté.

Vous savez qu'il y a I'algorithme d’Euclide pour la comparaison
des longueurs :

Quand on a deux longueuascomparer, eh bien, on prend la plus
grande, on porte la plus petite dans la plus grande autant de fois

A

gu'on le peut. Si le reste est nul, eh bien, c'est parfait! On a 3T
découvert que la plus grande est un multiple de la plus petite;

et puis sinon, eh bien on recommence en faisant jadarplus =t
petite le Ole de la plus grande, et au reste dkerde la plus petite. -

C’est cela I'algorithme d’Euclide.
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Alors, appliquons I'algorithme d’Euclide. Eh bien, on porte dans la diagonale sous la f@dmen
segment — on ne peut pas en porter dewebal ‘au oté DC. Pour faire bonne mesure et avoir une
belle figure, on va ported | symétrique deD J, par rappora’D, c’esta-dire qu’on va mesurer, si vous
voulez :c6té plus diagonale par rapport awnté.
Si je prends ofé plus diagonale, je porte deux fois lgt€,"puis j'ai un reste. Le reste, c’e$B. J B doit
maintenant me serva mesurer la petite longueur qui €. Alors J B mesureBC, exactement de la
méme faon queBC mesureB 1. Les gdonetres sont &S bons engpnetrie... et savent que ces triangles
[BIC et BJC] sont semblables. Cela veut dire que si je continue avec le petit triangle ce que j'ai
commene”avec le grand, j'obtiendrai un nouveau petit triangle qui sera semblable exédents, et
jobtiendrai une suite de triangles emt&s, toujours semblables les uns aux autres, sans que jamais cela
ne s'argte. Si I'algorithme d’Euclide ne s’@té pas, c'est que les quaestsont incommensurables.
Je pense que cela pouveité la ¢dmonstration de Téddore, et je vais le traduire maintenant en termes
de calculs tout simples.
1+ /2, c’est 2+ (1 divisé par 1+ +/2). C’est exactement la traduction de ce que je viens de Bite.
mesug parJ B, c’est 1+ +/2. C’est la neime chose quB| mesug parBC, c’esta-dire 1+ +/2. Mais
alors, le 1+ +/2 qui est ici, je peux Ecrirea son tour sous la forme 2 ﬁ et je peux continuer
comme cela ;& ne va jamais s’agter !
Cela forme ce qu’on appelle une fraction continue. La notation
ab®Bge, est(2, 2, 2, 2, ...). Alors, la méthode de Tabdore ex-

I L : . 4
primée en termes actuels, cela agite™de @couvrir des fractions A+y2 - 2+ 75
continues — naturellement, il n’avait pas le terme — qui correspon- 1+V2

4
dentd des nombresdia /3, /5, etc. jusquay/17 et traduire un =21+57
développement simple en fraction continue sous la forme d’un ar- Z+ :,_—-3

. s ratys . . *r -

gument gomngtrique de epétition par ce qu’on appellerait main- _ .

.. - —"(1) l’/ z'/zl' )
tenantautosimilarié.
Et je pense que ce peatré le cas parce que, effectivement, re-
gardez : L"—lﬁ_ = (1,1,11,-)
1+4/5

>, c'est (1,1,1,1,..) : 'argument gongtrique sera &s
facilea produire.

%”, c'est(3, 3, 3, 3, ...) : 'argument gon¥Etrique sera facila
produire.

Par contre, pow/3, il n’y aura pas de facteurpiodique avec un seul terme+1/3, ce serd2, 1, 2, 1,

2,1, ..). Mais la gpetition m&me du motif 21 fait que non pas en uretdpe, mais en deux, on arrivera
a des triangles semblables. Deux correspond au fait qu’il y a ici enegg 2, et on arrivera des
triangles semblables avec des rapports de similitude.

Ces rapports de similitude, je les ai calesijour les nombres jus@x/17. lls ne sont pasés grands.

Et puis, poury/19, le rapport de similitude absolumergagssaire si on veut utiliser cet argument que
je prétea Théodore, ik exploses. Alors, voila les nombres :

3¢V3_ /3,5,35.. )
2

b= 2 3 5 & F fo N 13 1y IS IF I3
n)= 2% 33 /6 38 I 61 20 §3 30 It L1 %0

Pourn = 2, 3, etc., j'aioté les nombres qui contenaient en facteur une;gern’ai conserg’que les
nombres que les Allemands appellenquadratfrei-. Eh bien, jusqua’~/17, voyez : le« pire » des
nombres c’est 14 pour lequel ce rapport de similitude est voisin de 30, mais pour 19, iasade
Donc la figure estimpossibkefaire. Les autres figures, je les ai faitela main,,@ marche.
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Probléme de la @monstration de p? = 29?2

Bon, alors maintenant, vous connaissez touselaatistration d’Euclide pour lirrationaéitde+/2. Si
V2 étaitégala ap on auraitp? = 2g°. Et cela veut dire qu@ serait pair, mais sp est pair, c’est aussi
gueq est pair, et donc que la fraction n’est pagdtuctible. Et si on la supposeedictible au dpart, il
y a contradiction.

Vous pouvez aussi montrer I'impossibditie cela en calculant modulo 3 : modulod,c’est ce que
j’ai dit tout a I'heure, 22 ; vous ne pouvez avoedali€ que sip etq sont multiples de 3. Vous pouvez
varier les arguments; que ce soit I'argument d’Euclide ou un argument medulelque chose, ces
arguments se ptént parfaitemerd I'etude dey/19. Il n’y a pas de diffence entra/2 et+/19 pour
I'approche d’Euclide.

Euclide c’est un petit sicle apes Theétete : mon hypotbse, je crois que c'est I'hypatke gnrérale,
c’est que la émonstration d’Euclide est la&dionstration troueé par Tleétete. Theétete a une rathode
gérérale : c’est ce quigsulte de la lecture de Platon. Platon n'agiécapable d’exposer cettesthode
gérérale, sans doute, il ne I'aurait pas comprise d’ailleurs, mais il dit qu’il y a uethode ghérale,
donc c’est sans doute le fait de 88tete. Et Tleétete, c’est aussg ma connaissance, la preareintro-
duction explicite d'un raisonnement par I'absurde.

Donc, le n€rite de Theétete dans I'histoire des matimatiques me partaéclatant, mais cela n’exclut
nullement qu’il soit mora’lI'’age de 20 ans!

Bon, il ne faut pas que je vous raconte trop d’histoires s@e#Ehé, parce que je voudrais quandme
gu’'on fasse un tout petit peu de mathatiques. Alors : jouer avec les fractions continues.
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Jouer avec les fractions continues

J'ai appor€ ici ma< Sharp». C'est un truc qu’on met dans la poche, dans lequel j'ai mis des pro-
grammes pour jouer avec les fractions continues. Et naturellement, si vous me proposiez de jouer, je
VOus montrerais que je peux jouer, etgwite : j'ai bien programm!

a) Alors les nombres. D'abord, je vais employer«gros mots : les nombres des corps quadratiques
réels. Cela signifie tout simplement les nombres qui sont de la f@ﬁ%ﬁ@, ou a, b, c d sont des
nombres entiers positifs. Eh bien, tous ces nomtagktsqu’on les dveloppe en fractions continues,
il y a un début dont je ne peux rien dire, et pusspartir d’'un certain moment, hop !, ca devient
périodique, comme j'ai vu unegpiode appanée pour 1+ /2.

Alors on peut varier les exercices ; on peatifier que, pour chaque valeur deen &tonnant on arrivera
atrouvera, b etd de telle margere que la pfiode soit 2. Cela, c’est un petitgbieme que vous pouvez
découvrir par expfimentation.

b) En dehors des nombres des corps quadraticeds,ron peut faire I'exgrimentation, si on est igno-

rant comme moi je Btaisa I'epoque : on tape, et puis on regarde ce que cela donne.

Alors, quand on voig, cela donne 21,2,1,1,4,1,1,6,1, ... Tiens! Peutetre est-ce qu'aps il y

aurait 1, 8, 1? Eh bien justement, aggil y a 1 8, 1. Peutetre est-ce qu'ages il y aurait 110, 1 ? Oui,
apesilyal 10, 1. Peutetre est-ce qu'apsilya 1 12, 1? Ah, non! Apes, ily a2 90, 12, parce que,
naturellementa partir d'un certain moment, la calculette fait des fautes. La calculette est un moyen de
découvrir, pas un moyen deediontrer.

Justement, ce n’est pas si mauvais de fageodivrir, et apes de @montrer. Alors je dois dire que
démontrer pour les corps quadratiquesls qu’ils ont une @riode, ce n’est pas trop difficile. Pogirje

me suis cassla €te, enfin... je I'ai fait quand erhe ! C'est une connaissance classique qu'il y a cette
espece de semigriodicité poure et en gnéral pour les nombre de la forne’'", mais enfin, si vous
voulez le chercher tout seuls, faites cela pendant les vacances! Ensduite, il y a des nombres qui n'ont
aucune egularig décelable dans leeveloppement en fractions continues.

¢) Le nombrer n’a aucune egulari€ décelable. Mais si gcris ici les premiers termes, 7, 15, 1,
293 ...), c'est parce qu'il apparaguelque part un 293. C'est assez grand, 29% c'est petit. Donc
guand vou®crivez la fraction continue et que vous avez plus quelque chose, vous ne ferezrpgats”
une tes grande faute en remptat cela par 0. Alors, lorsqu’on rempla&%g:par 0, on obtient la bonne
approximation%z. Lorsqu’on remplacg& par 0, on obtient la bien meilleure approximatiﬁé.

Regle Vous faites avec votre calculette le programme le plusinable» possible : entrex, affichez
partie entére dex, prenez I'inverse d& — partie entere dex, répétez. C'est tout. Et aps cela, vous
cliguez, vous cliquez, vous cliquez..., et vous obtenez ce qu’on appetjadéients incomplets, c’est-
a-dire les nombres entiers qui apparaissent daneveldppement en fractions continues. Quand vous
tombez sur un grand nombre, vous savez qu'il faut voustarijliste avant, que vous avez acquis une
bonne approximation rationnelle.

Le plus amusant, c'est avec* qui m'a é& révélé par un physicien. Alorsy* : 97, 2, 2, 3, 1, rien
d’extraordinaire. Puis 17089 aJ c’est vraiment le candidatétre I'infini! Cela donne une excellente
approximation qui est232,

La, voila! Si on avait le temps on ferait des exercices. Je vous signale un exercice, mais on manque de
temps.

d) Exercice: % = 1,507662835. Comment remonter ?
Je prends la calculette et, en madealcul>, je calcule, non, je vous fais calculer . Alors, vous obtenez
un nombre. Combien a-t-il de chiffres ?... Il a 10 chiffres : vous obtenez un naaitdehiffres ; vous
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me dictez ces 10 chiffres. Je passe en mode », j'affiche ces 10 chiffres. J’@cute mon programme.

Ma machine< réfléchit> pendant 3 secondes, et elle afficgé. La il lui a fallu la petite tieorie de
récurrence sur leeduites des fractions continues. Ce n’est pes difficilea programmer, mais dans

une classe, je I'ai egriment, c’est assez spectaculaire!

Dailleurs, dans les classes, ce petre"assez spectaculaire de faire des exercices beaucoup plus mod-
estes. C'est pour les inspecteurs, peté pas pour les inspecteusdagogiquesagionaux, peuetre

plus pour les inspecteurs d&Hucation Nationale. Vougthissez des professeur&dole ou des in-
stituteurs, et puis vous demandefun d’entre eux :

- Est-ce que vous vous souvenez combien il yelé/és dans votre classe, combien il y a de filles ?
Vous voulez prendre votre calculette, et me dire la proportion de filles. Vous me donnez simplement 3
chiffres significatifs.

-Qui:ilyena...51,5%.

- Ah bon! Alors, vous avez une classe de..eB8ves, avec 17 filles! Il n’y a pas besoade calculette.

I suffit simplement de voustfe fait une table de division. Au lieu de faire une table de multiplication,
vous faites une table de division, vous consultez la table de division et vous regardez.

Alors, la table de division, je I'ai toujours sur ma,toutes fins utiles... Mais on ne va pas I'utiliser
aujourd’hui.
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Les fractions continuesa travers I'histoire

Les fractions continuea travers I'histoire, parce que, naturellement, ce que je vous ai racaoet”
Théodore, c’est une fiction. Hodore n’avait pas la #orie des fractions continues, n’avait pas la pra-
tique des fractions continues, peatt€ une vague intuition fore@ sur la similaré’des objets gonetri-
ques.

a) Une premiere approche des fractions continugsc’est ce que je vous ai dit toatI’heure : c’est
I'algorithme d’Euclide de comparaison de longueurs.

Quand vous prenez la grande longueur que vous compdeepetite, alors la premié approximation

du rapport, c’est un nombre entier qui est le nombre de fois que vous avedgpetfite dans la grande.

Et puis, si vousepétez I'opgration, une seule fois, vous obtenez une seconde approximation. Au lieu
de la premere approximation sous forme d’'un nombre entier, vous obtenez I'approximation sous la
forme d’un nombre entier plus I'inverse d’'un nombre entier. Ce soled fractions qu’on a appeliés
fractions babyloniennes

b) Les fractions « babyloniennes» : a + % . Je n'ai pas trouw'trace de cela chez les babyloniens,
mais j'esgere que c'est vrai. Et en tout cas, les fractions babyloniestaésrit d'usage courant jusqu’au
début du XD€ siecle.

c¢) Laplace- autre histoire que je ne vous raconterai pas - compare le nombre @aggta naissance
et le nombre de fillea la naissance. Il ne dit pas que la proportion est, @17, il dit que la proportion
estg—i. Il dit qu’il y a une anomaliea’Parisa savoir un peu moins de garts par rapport aux filles ; il
ne dit pas que la proportion estd41, ce qui n’est pas tellement loin de0#7, il dit que la proportion
est deg—j. Vous voyez, ce sont désactions babyloniennes

d) Legendre et le calendrier

Encore une fraction babylonienne, I'introduction dessegbissextiles! Quand on dit que I'&&x’est
365 jours+3, c’est undfraction babylonienne

Aussi bien, le premier expedtes nourri sur les fractions continues que je connaisse est le thait”
Legendre a’il commence par le calendrier.

Mais la, si I'on veut plonger dans l'actuadit'on peut dire : les fractions continues sant heure
actuelle, un outil essentiel pour letudes sur les systes dynamiques.

e) Poinca ... Yoccoz

Les études sur les symties dynamiques,udes Franais se sont particidrement illustes puisqu’on
retrouve les noms de Denjoy, de Herman et maintenant de Yoccoz, remareincae.

L'approche de Poincat c’était de €duire un mouvement, une trajectoire sur une surface par exemple,
a l'iteration d’'une transformation sur un cercle. Satlmode, cdtaitla méthode des sections

Imaginez qu’on ait un tore, et qu’on ait une orbite, un mouvement sur le tore. Si vous faites une section
du tore, par exemple par unemdien, alorsa'’ce momentd, vous allez obtenir une suite de points.
Poinca¥g I'a appete 'orbite, mais cela vafre I'orbite d’'une transformation qui sera la transformation

qui ira du premier point d’intersection au deemie point d’intersection. Et c’est lagmie transforma-

tion qui va du deux@me point d’intersection au tro&siie point d’'intersection.

Et c’est la raison pour laquelle Poineas’est sou@ d’une notion topologique. On prend un cercle
topologique, qu’on peut dessiner n'importe comment, parce que cela veut dire un cercle que je peux
déformerélastiguement comme je I'entends. Je peux lui donner la forme d’'une patate, comme je l'ai
fait ici.
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Et puis on prend une transformation du cercle sur leism”. c’est la transformation qui @me 0 sur le
point 1, c’est la rete transformation qui aene le point 1 sur le point 2, etc.

Onregarde les orbites de cette transformation. Icesf# point 6, vous passez au point 7 qui se retrouve
entre 0 et 1. Cela veut dire que le premier nombre que vousedtiz vaetre le 6. Le second nombre
gue vous alleetrire va gsulter de la maere dont les points suivants vont se comporter par ragport °
l'intervalle [O, 1].

Je ne vais pas continuer le dessin, mais vous obtenez comme cela une suite de nombres efinivont d”
une fraction continue, et la fraction continuefigiit un nombre positif que Poinaeppellde nombre

de rotation

Le nombre de rotation, si la transformatietait une rotation sur le cercle, ce serait simplement I'angle
de rotation sur le cercle. Si la transformation n’est pas une rotation sur le cercle, c’est la rotation qui est
candidatea’imiter cette transformation. Et la fac dont s’ogre I'imitation a€t I'objet des grandes
recherches de Denjoy, de Yoccoz; et c'estgle tleorie de la mesure, etebfie des nombres en
particulier, et tieorie des fractions continues interént.

Alors? ... La derrete feuille, c’est ce que je vous ai annen®EPOS

*
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REPOS

REPOS: J'avais &cidé de ne pas pparer ce que je dirais du repos. J'ai quaratma pepag quelques
idées, comme cela, dans le train [Transparent VII].

Je vous ai fait fairadleux toutes petites promenades dans une grande junglet vous avez vous-
mémes conscience que nous n'avoesalivert que quelques tout petit#s de cette jungle.

Vous vous attendiez, sans dowd&e que je vous parle d& deZ, deQ, deR, deC, des quaternions, des
octavons. Non, il n'a&té question de rien du tout, rien du tout de tout cela! Aucune des structures qui
apparaissent dans laetbrie des nombres : je ne vous ai pas fapasseN, en allant vers les ordinaux
infinis et les cardinaux infinis de Cantor. Je ne vous ai pag platithnetique non standard. Je ne vous

ai pas fait écouvrir le champehorme de cette egpé de pseudo-arithetique qu’est la recherche des
corps finis qui &t I'un des grands sues 'des mattrhatiques contemporaines.

Je ne vous ai pas partie nombres particuliers sur lesquels il y a tadire. Mais &, j'ai une excuse :

vous invitez Jean-Paul Delahaye en janvier prochain. Il est I'auteur d’un livie $ascinant nombre

7 quiarea le Prix d’Alembert de la Soeié Mathématique de France. C’est un excellent livre : on peut

voir comment sur un nombre tout seul, il est possible de regarder une foule de choses, en particulier la
théorie de la transcendance, solution du vieux protd de la quadrature du cercle, et puis des pe@si”
asymptotiques qui font intervenir les notions de compéegit‘arithnetique et en informatique.

Et puis B ad vraiment je dois vous pateé étre au-dessous de tout, c’est que je n'ahme"pagVoqLE le
«théoreme de Fermat et le thréoeme d’Andrew Wiles sua"+b" = c". Bon, eh bien vo#; maintenant
c’est fait, il estevoqle! C’est vrai, c’est quand emie I'un des grands triomphes des nestiatiques
contemporaines. Non pas par I'importance daultat, cama partir du moment il est &montg ce
théoreme n’a plus de valeur ; il est beaucoup moins important quetsdhiea® = a modulop dontje
vous parlais touh I'heure. Mais simplement parce queit le prototype d’'uneduation diophantienne
gu’on ne savait pas commemdudre. Unequation diophantienne, cela veut dire recherche des points
rationnels sur les courbes algriques. Recherche des points rationnels sur les courtesrigiges, cela
veut dire ggongtrie algbrique. Les rathodes pour ces chosesfEmontent Euler pour une parg °
Kummer avec l'introduction des nombrealix au XI>¢€ siécle, qu’on appelle maintenant tout simple-
ment les idaux ; et puis toutes les matinatiques evelop@Ees par Andrew Wiles, I'arsenal... ce n’est
pas la peine que je dise legros mots>, mais les pren@res communications de Wiles ne s’appelaient
pas é&gmonstration du #dEme de Fermat. Cela s’appeladurbes elliptiques, formes modulaires et
représentations galoisiennds « cachait> un petit peu.

Donc, j'ai choisi que nous fassions une promenade ensemble, parceegait l& fin de la matieé,
gu'il fallait vous peparer une apes-midi dure, de travail, et j'espe que la promenadeeatdit pas trop
fatigante. Et le repos, eh bien, il deitré parfaitement reposant!

Je voudrais faireine remarque: quand j'avais propasce titreJe nombre, cet inconnie ne savais ab-
solument pas de quoi j'allais parler. J’aurais pu choisir beaucoup d’'autres sujetodn thés nombres.
Jean Souville a fait allusion au fait que maesalite est 'analyse de Fourier et I'analyse harmonique :

il y a beaucoup de rapports entreetiiie des nombres et analyse harmonique. J'aurais pu choisir de
vous parler de cela. Mais sur n'importe quel sujet d'apparet@méntaire ; nombre, cercle, triangle,
polyédre..., vous demandezun matleimaticien de vous parler de ce qui lén€sse, et vous obtenez
un laius semblable ‘celui que je viens de vous faire, sauf que, selon les enadkiciens, vous ob-
tiendrez difErents lalis. Si maintenant vous demandern matlematicien de Poitiers, spialiste ou

non en tkeorie des nombres, de vous parlerrsimbre cet inconnul vous fera un lais compétement
indépendant de celui que je vous est faief chose en ce qui concerne le cerclemmathose en ce
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qui concerne le triangle.

Mais pour en revenir au nombre, la richesse des nombres pour nous tous, ¢’k gombres sont

tr es tres liésa notre cerveau eta la civilisation humaine. Pour notre cerveau, je n’en dirai pas plus,
je renvoie simplemerd Un ties tes beau livre au &S tes mauvais titre, c’est Dehaenka bosse des
maths C’est un livre absolument superbeaj wous voyez la notion de nombre s’introduire chez les
animaux, s’introduire chez les enfants, les neuronesigp&€s dans la reconnaissance des nombres,
les localisations@@brales correspondaatdifféerentes ramoires des nombres. Je ne vais pas vous en
parler.

Mais il faut quand refne dire que les nombres sont ext€ment Esa toute la civilisation humaine,

la parole ela’I'ecriture. Pour la parole : vous avez certainement reneagge< compters et « conter

>, au sens de raconter, sont homonymes en, dian&n espagnol, ce n'est pas seulement qu’il sont
homonymes, cela strit de la neime faon « contar». En allemand«< compters c’'est « zéhlen,

< raconters> c'est« erzihlens.

Les nombres se racontent « Il etait une fois... 7 petits nains, 3 petits cochons, la bandes des 4, les 10
000 bouddhas:.Les nombres se racontenie$ comptines se chantenta table de multiplication, au
Japon encore, secite en chantant : c’est une chanson collective. Alors, je n’en dis pas plus. Egpuis
nombres sécrivent. Les plus anciennes tracegdtiture : les Sumriens avec Ecriture cueiforme, les
Babyloniens, ce sontles nombres. Chez les Chiegalement, avec I'apparition detfiture &cimale,
pas de [Ecriture avec lesex0s, mais I'apparition des chiffres de® et I'apparition de symboles pour
désigner les dizaines, les centaines, les milliers les dizaines de milliers, sur lescesrale tortues
gu’on a consergés de la dynastie Shang datent dunllienaire avant J.-C.

Les nombres au cours de I'histoire..., ladaaont les Grecs lesctivaient, et I'apparition en force de
la nunération @cimale avec Simon Stevin au cours du X¥iecle, avec imradiatement I'apparition
des tables de logarithmes et des tables de nombres naturels : suivadiatenient I'apparition de
I"ecriture aédcimale pouetrire de longseveloppements et faire des tables ugidis'en navigation, avec
les fonctionselémentaires telles qu’elles nous apparaissent encore aujourd’hui.

Alors, naturellement, ce que je vous dis E'est juste pour vous dire qani a change d’échelle que
maintenant, on manipule des nombres beaucoup plus grands. Les physiciens vomicies aux

« téra>, et pas seulement desmilli » aux< kilo ». Et puis, les enfants jonglent avec les puissances de
10 et avec descritures tes longues. L'informatique donne maintenantesetunegcriture de nombres
treés grands. Il estvident que cela change coraf@ment la fagn méme dont les enfants agghréndent

les nombres.

Les modes de calcul ont congpément chargy’ll faut tout naturellement en tirer la catgience, non
pas seulement dans I'enseignement, mais pour toute notre civilisatiemr.

Voila. Avant de terminer , je voudrais reveaiunh mot que j'ai dit touai I’heurea propos des nombres
de Skewesa savoir que, vraiment, ggombre gigantesquece n'est pas &s« naturels. |l y a toutes
sortes de pges dans lagtiomination des nombres. Il y a lepieges egatifss, les nombres que I'on
appelle< imaginairess, « irrationnelss, « transcendants, « idéauxs ; et puis il y a les pges pires
gue j'appellerai lex piéges positifs-, les nombres qu’on appelleréelss, comme s'ils avaient une
réalité plus que les nombres complexes, les nombres que I'on appekerels-, comme sieellement

ils étaient naturels. Non! Les nombres naturels smet merveilleuse ceation humaine

Le fait d’ajouter+1, cela, nous ne le connaissons pas dansgee animal ; cela nous ne le connaissons
pas chez les petits enfants. Mais le fait d'ajoutdr, c’estévidemment le premier aesa I'infini. Ce
n'est pas seulement 'axiomatique de Peano, c'est le fait d'avoesades nombres toujours plus
grands. Et le fait que nous ayons asa de tes grands nombres maintenant avec les outils modernes,
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eh bien, c’est un grand acquis aussi de la civilisation!

Et ce que je voudrais donner comme impression de cettemndé, qui maintenant commeraétre
sacement trop longue, c'est que j'aimerais bien, nous aimerions bien que, autour de nous et dans
I'enseignement, cette aventure des nombresdont parle Godefroy, dans ures bon livre aussi, que

jai eu le tort de ne pas signaler — G. Godefrbygventure des nombres eh bien, que cette aventure

des nombres si multiforme nous apparaisse comme un grand aspect de toute I'aventure humaine!
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